Cadre : (E,B) est un espace affine de dimension finie, ou E est un
R-espace vectoriel

I Barycentre

1) Deéfinition et premiéres propriétés

Définition 1. Un couple (4,«) € E x R est appelé point pondéré.

Définition 2. Une suite (A;, a;);eq1,n) de points pondérés définie une
application L de F dans E, appelée fonction vectorielle de Leibniz, en
posant f(M) =" a; MA;.

Proposition 3. Si Zl 1o =0, f est constante, sinon f est bijective.
Définition 4. Si ) " | o; # 0, I'unique point B € E tel que f(B) = 0
est appelé barycentre de (A;, a;)ie1,n)- On note B = Bar(4;, a;)ic1,n]-

Exemple 5. [A, B] = {Bar((4,1),(B,1—t)) | t € [0,1]}

Proposition 6. Soit A € R\ {0}, et soient (A;, i)ic[in], (Bis Bi)ie[1.p]
des points pondérés, on a alors :

(i) (Homogénéité) Bar(A;, Aav;)ie1,n) = Bar(Ai, i)ieqi,n]-
(i1) (Associativité) Si G = Bar(A;, «;) et G' = Bar(B;, ), alors :

Bar ((Ai, i), (Bi, 8i)) = Bar ((QZO@) ) <GI7Z@'>>
i=0 i=1

Définition 7. L’isobarycentre de (A;)ieqi,n] est Bar(As, 1)ieqi,ng-

Exemple 8. L’isobarycentre d’un triangle est son centre de gravité.

2) Barycentres et sous-espaces affines

Théoréme 9. Soit F C E. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) F est un sous-espace affine de E.
(i) F contient les barycentres de familles de points de F'.

(iii) F' contient les barycentres de tout couples de points de F.

Exemple 10. Dans R?, les droites sont des sous-espaces affines.

Définition 11. Soit A C E non vide. Le sous-espace affine engendré par
A, noté Aff(A), est I'intersection des sous-espaces affines contenant A.

Proposition 12. Aff(A) est l’ensemble des barycentres de points de A.

Définition 13. Soient (F,?) un espace affine de dimension finie et
f+ E — F.On dit que f préserve les barycentres si, pour des points
pondérés (A;, Aa;)ieqi,n) de £, on a :

f (Bar(Ai, Aai)ieqi,ng) = Bar(f(Ai), M) ieing

Théoréme 14. Soient (F,?) un espace affine de dimension finie et
f: E — F. Alors [ est affine si, et seulement si, elle préserve les ba-
rycentres.

3) Coordonnées barycentriques

Soit (Ao, 41,...,A,) un repére affine de E.

Théoréme 15. Tout point de E est un barycentre des Ay, Ay, ..., Ap, et

deux systémes de poids seront proportionnels.

Définition 16. Soit M € E. Il existe un unique (ayp, ..., a,) € R tel
% %

que Yy MA; = 0 et Y. a; =1. (ap,...,a,) sont les coordonnées

barycentriques de M relativement a (Ag, A1, ..., Ay).

Exemple 17. Soient A, B et C sont trois points d’un plan af-
fine P, et soit B une base du plan vectoriel directeur de P. Soit
M € P. Les coordonnees de M relatwement a A, B et C sont

(dets(MB, MC), dets(MA, MC), dets(MA, MB)).

Application 18 (Equation barycentrique d’une droite de R?). Soit

€ (AB). Dans un repére affine (Ao, A1, As), les points A, B et M
ont pour coordonnées barycentriques (o, o/, "), (8,0, 8") et (x,y,2). La
droite (AB) admet pour équation :
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IT Convexité

1) Deéfinition et premiéres propriétés

Définition 19. Soit C C FE. On dit que C est convexe si, pour tous
A,B € C et tout t € R, Bar((4,¢),(B,1—1)) € C.

(i) B(0,1 est conveze.

(ii) Les convezes de R sont les intervalles.

Exemple 20.

Proposition 21. C est convexe si, et seulement si, C' contient le bary-
centre de toute famille de points pondérés a poids positifs de C.

Proposition 22. Soient (F,?) un espace affine, f: E — F une appli-
cation affine, C un convexe de E et T un convexe de F. Alors f(C) est
conveze dans F, et f~Y(T) est convezxe de E.

Proposition 23. Si F' C E est un sous-espace affine, alors F' est conveze.
Proposition 24. Si C est convexe, alors C est connexe par arcs.
Remarque 25. Si C est convexe, alors C' est connexe.

Exemple 26. Soient Cy et Cy sont convexes, et A\, u € R, alors C; x Co
et A\Cy + pCs sont convexes.

Exemple 27. Le produit de n segments est conveze.
Proposition 28. Si C est convexe, alors C est convere.

Définition 29. Soit A un convexe de E. Une fonction f: A — R est dite
convexe lorsque :

Va,y € A, YA€ [0,1], fOx+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =N f(y)

Proposition 30. Soit A un conveze de E, et soit f : A — R. Alors f est
convee si, et seulement si, Epi(f) = {(z,t) e ExR |z € At > f(x)}
est un convexe de E X R.

2) Enveloppe convexe
Proposition 31. Une intersection de convexe est conveze.

Définition 32. Soit A C FE, I'enveloppe convexe de A est le plus pe-
tit convexe contenant A. C’est aussi lintersection de tous les convexes
contenant A. On le note Conv(A).

Exemple 33. Soit ABC un triangle, alors ABC = Conv({A, B,C}).

Théoréme 34. Soit A C E non vide.
(i) Si A est convezxe, alors A = Conv(A).

(ii) Si A est ouwvert, alors Conv(A) est ouvert.

Contre-exemple 35. Si A= {(0,0)}U{(z,y) € (RT)? | zy > 1} alors,
Conv(A) = {(0,0)} U (RT*)2. A est fermé, mais pas Conv(A).

Théoréme 36 (Lucas). Soit P € C[X] non constant. Toute racine de P’
appartient a l’enveloppe conveze des racines de P.

Théoréme 37 (Carathéodory). Soit A C E. Tout élément de Conv(A)
est barycentre de au plus dim E + 1 points pondérés de A.

Exemple 38. Pour le cercle, il faut 2 points. Pour le carré, il en faut 3.

Corollaire 39. Soit A C E.
(i) Si A est compacte, Conv(A) aussi.
(ii) Si A est bornée, Conv(A) aussi, et diam(A) = diam(Conv(A)).

3) Point extrémal

Définition 40. Soit A un convexe de E. On dit que M € A est un point
extrémal de A lorsque :

VPQe A, Vte|0,1], M=tP+(1-t)Q=M=Pou M =Q
On note Extr(A) ensemble de ces points.

Proposition 41. Soit A un conveze de E, et soit M € A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) M € Extr(A)
(ii)) A\ {0} est convexe.
(iii) Si M est barycentre a poids positifs de points de A, alors il est égal
a l’un de ces points.

Exemple 42. Extr([A, B]) = {A, B}

Théoréme 43 (Krein-Milgram). Soit A un convexe compact non vide de
E. Alors A = Conv(Extr(A)).

Proposition 44. Soit A un convexe de E. Si f : A — R est convezxe et
continue, alors sup 4(f) = suPpy(a)(f)-
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III Applications

1) Théoréme de séparation

Définition 45. H C E est un hyperplan affine de F s’il existe une ap-
plication affine f : E — R telle que H = f~1(0). Les parties f~'(R™*) et
f~YH(R**) sont appelées demi-espaces ouverts déterminés par H.

Proposition 46. Soient X un espace affine, A un ouvert convere non
vide et L un sous-espace affine de X tel que ANL = &. Alors il existe un
hyperplan de X qui contient L et ne rencontre pas A.

Définition 47. Soient X un espace affine, A, B deux parties de X et H
un hyperplan. On dit que H sépare strictement A et B si A est dans 'un
des deux demi-espaces ouverts déterminés par H et B dans 'autre.

Théoréme 48 (Hahn-Banach géométrique). Si A et B sont deux
convezes avec A fermé non vide et B compact tel que AN B = &. Alors
il existe un hyperplan qui sépare strictement A et B.

2) Géométrie

Théoréme 49. Soient vy,...,v, € Kn, on note Vol(vy,...,v,) le vo-
lume du parallélépipéde engendré par vy, ..., v,, alors :
Vol(vy,...,v,) = |det(vy,...,v,)]

Lemme 50. Soient A,B € M,(R) symétriques définies positives, et
a, 3 >0 tels que o+ 8 =1, alors :

det(aA + SB) > det(A)® det(B)?
Application 51 (Ellipsoide de John-Loewner). Soit K un compact d’in-

térieur non vide de Rn, alors il existe un unique ellipsoide de centre 0 et
de volume minimal contenant K.

Développements

— Théoréme de Carathéodory (37,39) [Gou]
— Ellipsoide de John-Loewner (50,51) [FGN]
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